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近年来以加权基本无振荡格式(Weighted Essential Non-Oscillation Scheme，WENO)为代表的高精度激波
捕捉格式得到了广泛地应用［3］．该格式采用子模板加权思想，在光滑区逼近高精度高分辨率的线性格式，而





WENO光滑度量因子，通过修改 WENO 格式的权重，构造了 WENO-Z 格式． 与经典的 WENO 格式相比，
WENO-Z格式能够更快地得到 WENO格式的理想权重．通过对 WENO-JS 增加一组额外的迎风基架点并且
选择模板的最优权重，Martin等人发展了一种 WENO-SYMBO格式［8］，使得 WENO格式的分辨率和宽带耗散




捕捉格式之一． Suresh 和 Huynh 发展了一类高精度保单调差分格式［11］． He 等人［12］将 MP 思想与 Fu 与 Ma
















+ 1h(f^ j +1 /2 － f^j－1 /2)= 0． (2)
其中 f^ j +1 /2 为数值通量．
在本文中，时间方向采用 3 阶 TVD Ｒunge-Kutta法［3，11］．
1. 2 WENO格式的优化
下面基于傅里叶分析方法对WENO格式进行优化．用WENO7 格式为例，考虑在均匀网格下在 xj处的一
阶导数 f /x，令 fj+1 /2 是 fj 的插值函数



















































其中 α = kΔx是波数． k
－
= kr + iki 称为修正波数．
联合截断泰勒级数和傅里叶级数方法来决定系数 α0、α1、α2 和 α3 ． 将方程展开，得到系数需要满足以
下等式
α0 + α1 + α2 + α3 = 1，
－ 12α0 + 3α1 － 2α2 + 3α3 = 0，




















满足条件 E /α j = 0，j = － 4，…，3．
从图 1 的 (a)、(b)中通过色散耗散分析，使得具有较小的耗散和可控的色散．在本文取 α0 = 1 /1000．
得到经过优化后的 WENO7 格式具有更小的耗散误差，则新的权重为 C0 = 1 /1000，C1 = 205 /1000，C2 =
597 /1000，C3 = 197 /1000． 同理将优化后的 WENO5 格式的权重取为 C0 = 1 /100，C2 = 51 /100，C2 =
48 /100．
1. 3 保单调格式
采用 Suresh和 Huynh的保单调技术［11］，将 MP限制器加入 5 阶及 7 阶精度的线性格式中，以此提高格
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图 1 WENO7 差分格式的修正波数 (a)色散误差;(b)耗散误差







f H－WENOj +1 /2 = σ j +1 /2 f
WENO'
j +1 /2 + (1 － σ j +1 /2)f
MP
j +1 /2 ． (9)
其中 σ j +1 /2 为模板的光滑度量函数，其取值随流场的变化而变化，取值范围为 0 到 1 之间的值．使用如下开关
函数［15］
σ j +1 /2 = s
q(q + 1 － qs)． (10)
其中









p， k = m，s． (11)
βm，βs 是 WENO格式其中两个子模板的光滑度量因子，具体参数详细定义及取值可参照文献［15］．
下面用非线性谱分析方法［15］对混合格式进行谱分析． 为了对比，画出了 MP5 格式、WENO5 和 WENO7
格式的色散耗散曲线，如图 2 所示．
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图 2 H-WENO，MP5，WENO5 及 WENO7 格式的谱性质:(a)色散误差;(b)耗散误差;(c)色散误差;(d)耗散误差
Fig． 2 Spectral property of (a)H-WENO，(b)MP5，(c)WENO5 and (d)WENO7 schemes
从图 2 对比可以看出新构造的加权混合格式 H-WENO5、H-WENO7 的色散及耗散误差要明显优于原
WENO5、WENO7 格式，且拥有更宽广的波数分辨范围． 从图 2(b)和(d)可以看出，新格式在计算关注的中
－低波数区具有更低的耗散，有利于物理波的分辨;新格式在极高波数区具有更大耗散，有利于抑制高频非
物理振荡．
为了更好说明问题，对混合格式进行精度测试． 假设 u = tanh(x)，x ∈［－ 1，1］，那么 u /x = 1 －
tanh(x)2 ． 新构造的混合格式及 WENO7 格式的精度测试结果见下表．
表 1 H-WENO7 格式与WENO7 格式测试精度
Table 1 Testing accuracy of H-WENO7 scheme and WENO7 scheme
Scheme N L1 order L∞ order Scheme N L1 order L∞ order
WENO7
20 6. 863 9 6. 501 9
40 6. 897 9 6. 606 1
80 6. 926 9 6. 716 0
160 6. 987 8 6. 939 4
H-WENO7
20 6. 669 2 6. 501 1
40 6. 677 9 6. 606 0
80 6. 819 6 6. 675 7
160 6. 926 5 6. 713 6
3 数值测试
3. 1 一维问题




(1，0，1)， if x ＜ 0. 5，
(0. 125，0，0. 1) ，if x≥ 0. 5{ ． (12)
最终的结果是在计算区间 x∈［0，1］上，计算结束时间为 t = 0. 14．
从图 3 中 Sod问题的密度分布中可以看出新构造的混合格式都要稍微优于原来的 WENO格式．
3. 1. 2 Shu-Osher 问题
一维 Shu-Osher是一移动着的马赫数为 3 的激波和一密度波相互作用的问题［16］． Shu-Osher 问题的控制
方程为一维 Euler方程，求解区域为 x∈［0，10］，初始条件为
ρ = 3. 857 143，u = 2. 629 369，p = 10. 333 333， as x ＜ 1，
ρ = 1 + 0. 2sin(5x)，u = 0，p = 1， as x≥ 1{ ． (13)
所有计算结果的结束时间都为 t = 1. 8，用了 200 个网格点．由于精确解未知，本文中用 WENO7 格式在
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图 3 Sod问题，N = 200，t = 0. 14 时刻密度分布
Fig． 3 Sod problem，N = 200，density distribution at t = 0. 14
4 000 个网格点下的解作为 Shu-Osher问题的“精确解”．
图 4 呈现出了在 200 个网格点下 H-WENO格式和WENO格式的对比．从图 4 可以清楚地看出混合格式
H-WENO具有更好的数值结果，特别地在激波后的高波数时．由于新格式较小的耗散误差，使得 H-WENO的
分辨率比原 WENO更好．
图 4 Shu-Osher问题，t = 1. 8 时刻密度分布，N = 200
Fig． 4 Shu-Osher problems，density distribution at t = 1. 8，N = 200
3. 2 二维问题
3. 2. 1 双马赫反射问题
控制方程为二维 Euler方程，计算区域为［0，4］×［0，1］． 一块板位于计算区域的底部，其初始位置在
x = 1 /6． 初始条件为:一个位于平板左侧、与 x轴夹角为 60°、马赫数 M = 10的激波打到平板上向右移动［17］．
对底部边界，从 x = 0 到 x = 1 /6 的区域通常被认为是激波前初始值． x轴上 x ＞1 /6 的区域取为反射边界，计
算区域的左侧和右侧为入流和出流边界条件，上边界上的流动值用来描述马赫数 M = 10 激波的具体运动．
图 5 画出了新混合格式 H-WENO和原WENO格式计算双马赫反射问题局部放大图的密度等值线．通过
对比我们可以发现在小尺度结构时 H-WENO格式的分辨率更高，H-WENO 格式产生更多的旋涡结构．从格
式分辨率来看 H-WENO格式的分辨率明显要优于 WENO格式．
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图 5 双马赫反射问题，t = 0. 2 时刻密度分布，961 × 241 网格，局部放大图(从 1. 731 到 20. 92 共 30 条等值线)
(a)WENO5;(b)H-WENO5; (c)WENO7; (d)H-WENO7
Fig． 5 Double-Mach reflection，density profile at t = 0. 2，on a 961 × 241 grid
(a)WENO5; (b)H-WENO5; (c)WENO7; (d)H-WENO7
结构．因此，Ｒ-T不稳定性是检验数值结果高分辨率的一个很好的算例．
问题描述如下:计算区域为［0，1 /4］×［0，1］，初始时刻两不同密度流体的交界面位于 y = 1 /2处，密度
ρ = 2 的重流体在交界面的上面，密度 ρ = 1 的轻流体在交界面的下方，交界面的加速度方向沿 y 轴的正方
向．压力 p在交界面处连续．并且给沿 y方向的速度分量一个小扰动．初始条件为
ρ = 2， u = 0， p = 2y + 1， v = － 0. 025c cos(8πx)， 0 ≤ y≤ 1 /2，
ρ = 1， u = 0， p = y + 3 /2， v = － 0. 025c cos(8πx) ，1 /2 ≤ y≤ 1{ ． (14)
其中 c是声速，c = γp /槡 ρ，比热比 γ = 5 /3． 源项 ρ加入到右边的第三个等式，并且 ρv添加到 Euler方程的第
4 个等式．结果的计算时间都为 t = 1. 95．
图 6 为在 121 × 481 网格尺度下，新构造的混合格式 H-WENO5、H-WENO7 分别与WENO5、WENO7 格式
计算的密度等值线图．从图中我们可以清晰地看出 H-WENO格式密度等值线图中的剪切层产生了更多小涡
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图 6 Ｒ-T不稳定性问题，121 × 481 网格，t = 1. 95 时刻密度分布(从 0. 952 269 到 2. 145 89 共 15 条等值线)
(a)WENO5;(b)H-WENO5; (c)WENO7; (d)H-WENO7
Fig． 6 Ｒ-T instability problem，121 × 481 grid point，density distribution at t = 1. 95





来的 WENO5 和 WENO7 格式，新格式拥有更好的激波捕捉能力和对小尺度波的高分辨率，为可压缩湍流的
高分辨率模拟提供一种新的备选方法．
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A Hybrid WENO Scheme for Ｒesolution Optimization
GUO Yuan1，TIAN Qi1，LIANG Xian1，LI Xinliang2，3
(1． School of Mathematics and Information Science，Beifang University for Nationalities，Yinchuan 750021，China;
2． School of Engineering Science，University of Chinese Academy of Sciences，Beijing 100049，China;3． State Key Laboratory
of High Temperature Gas Dynamics，Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100190，China)
Abstract: To improve finite difference scheme，Fourier analysis is used to optimize dispersion and dissipation of WENO scheme．
And optimal linear weights are given． A class of hybrid schemes is designed by combing optimized WENO schemes with monotonicity-
preserving scheme． A weighted hybrid WENO scheme(H-WENO)is obtained． The scheme is tested with one-dimensional shock tube
problem，Shu-Osher problem，two-dimensional Mach reflection problem and Ｒ-T instability problem． It shows that the scheme has
strong ability to capture shock wave and high resolution for small scale wave structure，which is improved obviously compared with
original WENO scheme．
Key words: hybrid scheme;numerical dissipation;numerical dispersion;monotonicity-preserving;optimize
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